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Algebra I. Parcial IV

Parte 1: Cuestionario

Ejercicio 1 (1 punto). Selecciona la afirmacién correcta relativa al nimero 13 € Z.
[0 No es irreducible en Z[i] pero si en Z[v/—3].
B No es irreducible en Z[i] ni en Z[/—3].

O Es irreducible en Z[i] pero no en Z[/—3|.

Estudiemos la irreducibilidad de 13 en Z[i] y Z[v/—3]. Comencemos por Z][i].

Supongamos 13 reducible, entonces 13 = v, 5,7 ¢ Z[i] y tenemos N (13) = N(B)N(v),
de donde podemos deducir:

N(p) =13 = =2 + 3i y asociados

132 = N(B)N(y) = A = 13 = (24 34)(3 + 2i)(—1)

N(v) =13 = v = 3+ 2i y asociados

Tenemos finalmente que 13 es reducible en Z[i]. Veamos a continuacién el caso para

Z[v=3).

Supongamos 13 reducible, entonces 13 = [, 8,7 ¢ Z[v/—3] con 5 = a + b\/—3
y v = ¢+ dv/—3. Sabemos que entonces N(13) = N(8)N(v), de donde podemos
deducir

N(B) =13 = a*+3v* =13 = 3 = +1 + 2¢/—3 y asociado
13° = N(B)N(7) = A
N(y) =13 = % +3d? = 13 = v = +1 £ 2\/-3 y asociado
L 13— (1 - 2v/=3)(1 + 2v/=3)

donde en (%) se ha usado lo siguiente:

13 _ 13(1 — 24/-3) —1_9/73
1+4+2v/-3 13

1-2v/-3 (1-2y/-3)?

1+2v=3 13
reducible en Z[v/—3].

Sabiendo que ¢ 7Z[v—3] tenemos por tanto que 13 es

Ejercicio 2 (1 punto). Selecciona la afirmacién correcta relativa al polinomio
f = 25254 1252% + 5 € Z[1]

O f es irreducible en Z[z] y en Qz].
O f no es irreducible en Z[x] ni en Q[z].

B f no es irreducible en Z[x], pero si en Q[x].
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Sea f = 5g donde g = 52° + 2523 + 1 € Z[z], por Eisenstein para p = 5, g es
irreducible y tenemos
f=5(525 + 252° + 1) € Z[z]

Como 5 es irreducible en Z[z], f es reducible en Z[x] y como 5 es unidad en Q[z], f
es irreducible en Q.

Ejercicio 3 (1 punto). Entre las siguientes proposiciones, seleccione las verdaderas:
M El anillo Z,4; tiene 252 unidades
B 47% = 31 méd (33)
B 3% =9en Zy
Estudiemos la veracidad de la primera afirmacion
U(Zyg))| = ©(441) = (3% - 7*) =3-7-2- 6 = 252 = afirmacién cierta
Estudiemos la veracidad de la segunda afirmacion.

med(47,33) = 1

20 — ,

Tenemos entonces

47 = 1 méd (33)

20 472 .

— 47* = 31 méd (33) = afirmacién cierta

Estudiemos por tltimo la tercera afirmaciéon. Es claro que dicha afirmacion equivale
a 3% = 9 méd (16), vedmos entonces como podemos analizarla

<p(16r)n0d5§(,214€;>: 213 —8 } — 3° =1mdd (16) = 3'° = 1 mdd (16)
Tenemos por tanto

32 =9 =9 méd (16)

316 =1 mad (16) } — 3" =9 mébd (16) = 3'® = 9 en Z;; = afirmacién cierta

Ejercicio 4 (1 punto). Sin > 1 es un entero, la afirmacién “la ecuacién diofanti-
ca 34z + 51y = 5% — 23" tiene solucién” es:

B siempre verdad

[0 siempre falsa

(] verdad o falsa, depende de n
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Sabemos que la ecuacién tiene solucién sii med(34,51) = 17 | 52 — 237 por lo que
demostrémoslo por induccién.

Para n = 1 tenemos 17 | 5% — 23 = 17 que es cierto. Supuesto cierto para n,
comprobémoslo para n + 1, donde comenzaremos usando la hipdtesis de induccion
17 | 52" — 231,

52" = 2%" méd (17) = 5*" - 52 = 2°" - 52 méd (17)

— 5D _ 93t — 93n 52 _ 93(n+) 164 (17)

— 52D _ 93t = 98n (52 _ 93) mgd (17)

— 52D — 30 = 930 17 méd (17) = 17 | 520D — 230D

entonces 3 sol Vn € N, n # 0.

Ejercicio 5 (1 punto). Dados los anillos cocientes Zs|x]/a® +x + 1, Zs[z]/2* — 2z + 1
y Zs[x]/x® + 2% — 1, selecciona las afirmaciones correctas.

[0 Sélo uno de ellos es cuerpo.
(] Dos de ellos son cuerpos y uno no lo es.
[J Ninguno de ellos es cuerpo.

Estudiemos si los anillos cocientes son cuerpos uno a uno.
Para Zs[x]/2® + x + 1 veamos si f = 2® + x + 1 € Zs[z] es irreducible

f0)=1#0
f1)=3=0= (z—1)=(z—2) | f = [ es reducible

entonces Zs[z|/z* + x + 1 no es un cuerpo.
Para Zs[z]/z® — 2 + 1 veamos si f = 2® — x + 1 € Zs[z] es irreducible
f(0) =10
f)y=1-141=1+#0 — f es irreducible por el criterio de la raiz
f(2)=8-2+1=T=14£0
entonces Zs[z]/2® + 2* — 1 s es un cuerpo.
Para Zs[x]/x® + 2% — 1 veamos si f = 2® + 2% — 1 € Zs[z] es irreducible
F(0) = —1=240
f()=14+1—-1=1+#0 ) = f es irreducible por el criterio de la raiz
f2)=8+4—-1=2#0

entonces Zs[z]/z> + 2? — 1 sf es un cuerpo
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Parte 2: Ejercicios

Ejercicio 1 (1,25 puntos). Factorizar en producto de irreducibles en Z[x] el poli-
nomio
f =20x° — 10z* + 602* — 10z — 10

Sea f =109 y g = 22° — 2% + 622 — v — 1 € Z[x]. Las posibles raices de g en Q
son:{+1,*1/2} tenemos entonces

g1)=2-146-1-1=5#£0

g(-1)=—2—-146+1-1#0 = f=5-2-2z—-1)h
9(3) =0= (z —'/2) | g en Qz] = (22 — 1) | g en Z[a]

donde h = z* + 3z + 1 € Z[z] viene dado del siguiente cdlculo:

20° —at + 627 —x—1)+(20—-1)=a"+32x+1

— 22° + 2t
622 —=x
— 622 + 3x
20— 1
—2r+1

0

Como las posibles raices de h en Q son: {1}, tenemos

h(1)=143+1#£0 . .
M—1)=1—3+1=—1%0 } = h no tiene factores de grado 1 ni 3
Reduciendo mddulo 2 obtenemos Ry(h) = z* + z + 1 € Zy[z], entonces

Ra(h)(0) =170

Ro(h)(1) =3 =140 } = Ry(h) no tiene factores de grado 1 ni 3

Veamos ahora si es que Rz (h) tiene factores de grado 2 mediante la siguiente divisién

xt 4+ +1 |22+ 2x+1

—xt -3 —2? 4
3 4a2? 4ax +1
-3 —2? —x
+1

Como el resto es 1 # 0 tenemos que z* + x + 1 1 Ry(h), por lo que Ry(h) no tiene
factores de grado 2. Tenemos por tanto que Ry(h) es irreducible y por consecuencia
h también es irreducible, obteniendo asi la factorizacién del polinomio pedido como

f=5-2-122—1)(z" + 3z +1)
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Ejercicio 2 (1,25 puntos). Encuentra una solucién al siguiente sistema de congruen-
cia en Z que esté entre 4000 y 6000.

4r =4 mdd (8)
x = 86 mdd (121)
x =2mdd (7)

Resolvemos primero el siguiente sistema

— =14 2k = 86 mdéd 121 = 2k = 85 mdd 121

r=1méd2=—=2x=1+4+2k, keZ
xr = 86 mdd 121

Como med(2,121) =1 =61-2+ 121 - (—1), entonces tenemos

61-2 =1 mdd (121) = 61-2-85 = 85 mdd (121) = kj = 61-85 es solucién particular
— ki = 61 -85 = 5185 = 42121 + 103 = ko = 103 es solucién 6ptima
— k=103 4+ 121t,t € Z

Dada kg la solucién éptima veamos ahora sustituyendo en x la solucion obtenida del
sistema

r=1+2k=1+2(103 + 121t) = 1 + 206 + 242t = x = 207 + 242t,t € Z

Por tanto el sistema a resolver es

— x =2+ Tk = 207 méd (242)

x = 207 méd (242)
r=2méd (1) = x=2+4+Tk,k€Z

= Tk = 205 méd (242)

Por el algoritmo extendido de Euclides, desarrollado a continuacién, tenemos que
med(7,242) =1=2-242—-69 -7

r; U; (4
242 1 0

710 1

4 |1 |-34

3 | —=1] 35

1 |2 |-69

010 0

Por tanto usando el mcd dado y mediante el siguiente desarrollo tenemos la solucién
del sistema pedido

—69-7=1méd (242) = —205-69 - 7 = 205 méd (242)
= kj = —205 - 69 es solucién particular = kg = 133 es solucién Gptima
—= k=1334+242t,t € Z= 2 =2+ Th =2+ T7(133 4 242t),t € Z
— =933+ 1694t,t € Z
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Ejercicio 3 (1,25 puntos). Factoriza en irreducibles 11 + 3¢ en productos irreduci-
bles en Z[i]

Supongamos a = 11 + 37 = 7, entonces tenemos
N(a) = N(B)N(y) = 112 +3>=13-5-2 = N(B)N(v)
Buscamos irreducibles de norma 2

N(B)=a*+ b = a=+1Ab=+1 = (1+1i) y asociados
=1 +0)8,8=7—4i
donde en (*) se ha usado que

1+3i (11431~ (1 —i) 11+3i—11i+3

7— 4
1+4 9 2 !

Busquemos ahora irreducibles de norma 5

a=+2Nb=+1= (2+ i) y asociados
N()=a*+b* = V —
a==x1ANb=242= (1+ 2i) y asociados

L 0= (14 0)(2+9) (2 — 3)

donde en (*) se ha usado que

T—4i  (2—i)(T—4i) 4-8i—Ti—4

_ 923
2+ 5 5 !

Como N(2—3i) =4+9 = 13y 13 es primo, entonces 2 — 3 es primo. Adema&s, como
sus normas son distintas y no son asociados, tenemos finalmente la factorizacion
pedida

114+3i=a=(1414)(241)(2— 3%)

Ejercicio 4 (1,25 puntos). Encuentra todos los polinomios (si los hay) f, g € R|x],
con f moénico y de grado 2, tales que:

(2 + ot + 208+ 22+ + 1) - fH+ (@t +2 22+ 4+ 1) - g=a®+ 22" + 2+ 2

Desarrolando el algoritmo extendido de Euclides tenemos:

T Ui | Vs

2+t +203 22+ +1]1] 0

2t 4222 x4+ 1 1] 1
z? +1 1 |—x (%)

0 0] 0

donde (x) viene dado por
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x4t 4223 4222 4 1|zttt x4+ 1

—x® —z* =22 —x? —x T

x? +1

Se tiene entonces que med (2% + 24+ 223 4+ 202+ 2w+ 1, 2* + 23 + 222 + o+ 1) = 22 + 1,
comprobemos a continuacién si 22 + 1 divide a 2% + 222 + z + 2

3 4222 4 42 (22 +1

—? —x x+2
222 +2
— 272 —2
0

Como efectivamente hemos demostrado que z? + 1 | 23 + 22? + = + 2, tenemos a
continuacion la ecuacién diofantica reducida al dividir entre 2 + 1

(P +a*+z+1) - f+@*+a+1)-g=a+2

ecuacion obtenida a partir de estas divisiones rutinarias de polinomios

25 4t 4223 4222 42 +1 2 +1

—zd —3 B4+l z*t 42 4222 42 +1 2241
42 4222 4o +1 —x? —x? 2+ +1
—a? —x? 2 422 42 +1
23 +a? 4+l — g3 —x
—a3 -z z? +1
z? +1 —z? -1
—a? -1 0
0

Como sabemos que med(z® + 22 +x+ 1,22+ +1)=1=1-(® +22+x+1) —
x(2? + x + 1), tenemos entonces que

(z+2)=(x+2) - (@ +2*+2+1)—2(@+2)(2* +2+1) =

= { 50 i ’ ;—é +2) = —a?— % solucién particular —-
0= — — 2 _

:>{ f=(@+2)+k@*+z+1)

g=—-2* -2z +k(z*+2*+x+1) k€ Rlz]

Como se pide grd(f) =2 = grd(k) = 1 = k € R y se pide f ménico entonces
tenemos k£ = 1. Obtenemos finalmente los dos polinomios requeridos

f=r4+2+2°+2+1 . f=2*+2x+3
g=-—1?>—2zx—2°—2? -1 g=—2*—22* -3z -1

10



